相対論　期末レポート
題目　「講義ノートのまとめ　」
（初版　2004年　2月　14日）
理学部　自然情報科学科　3年　物理コース　　三好　烈麗 　
《前書き》

　この度、山口大学理学部の白石清助教授の下で「相対論」に関してのレクチャーが行われた。

講義期間は半期であり、90分の講義が13回程度あっただけである。この短い時間に要所要所を的確に突いた講義をして頂き、ガリレイ変換からEQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(アインシュタイン),Einstein)方程式、EQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(シュヴァルツシルト),Schwarzschild)解までの理解が一通り出来たと小生は思っている。

一般的見地から見れば、この講義範囲はその一端にしかならない。だが相対論の「そ」の字も知らないような学生に対して、ここまで講義が成されれば十分だと思われる。実は今回の期末レポートのために相対論の入門書をざっと1,2冊読んでみたが、今回の講義範囲はこれら入門書の内容ほぼ全体をカバーしていた。白石先生には本当に頭の下がる思いである。

この相対論の期末レポートが課題として出された時、「どうせならばこの貴重な講義内容を文書化して残そう」と思いたったわけである。

このレポートの元となったのは小生が取り続けていた同講義のノートであり、このノートと自分の記憶、そして時には参考書を数冊取り出して内容を出来るだけ咀嚼しながら、書き上げたのである。曖昧な表現などが多くならないように努力したつもりであるが、講義中の説明の聞き逃し＆書き取り不足＆記憶の薄れ…etc.…などがあり、どうしてもそれが達成できなかった部分の存在も一部において否定出来ない。このあたりはどうか寛大にみて頂きたい所存である。
またノートの書き取りミスチェックなどの協力をして頂いた、三浦春樹、山端孝之の両氏にはここで改めて感謝の意を表しておきたい。（どうもありがとう。）

さらにどうしても分からないところがあった時などは、当の白石先生に直接質問をさせて頂いた。お忙しい中、丁寧なご回答を有難うございました。（そのあまりの質問の多さに、後日山端氏から「白石先生が“三好は授業を聞いておらん…”と嘆いとったよ…。」と告げられる。すみませんねぇ、馬鹿な学生で…。）
このレポートをご覧になって、同講義の雰囲気を少しでも味わって頂けたら、此れ幸いである。
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第1章　ガリレイ変換からローレンツ変換へ
1.1　ガリレイ変換

　或る慣性系Sとそれに対して速度
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で移動している座標系S′を考え、
[image: image2.wmf]0
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の時に2つの座標系は一致していたとする（注：慣性系とはニュートンの第1法則が成り立つ座標系を意味する）。点Pに在る物体の位置ベクトルをSの座標系で
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、S′の座標系で
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と表されるとする（図1.1.1参照）。ニュートン力学では時間の流れは2つの座標系において共通であると考える。このとき2つの座標系で表した位置ベクトルの間の関係は
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(1.1.1)

成分で表記すると
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(1.1.2)

となる。このような位置ベクトルと時刻の間の関係式、または変換をガリレイ変換と呼ぶ。
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　ところでニュートン力学の法則はガリレイ変換に対して不変であることが知られている。実際に運動の第２法則について考えてみると
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であるので、
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但し
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(1.1.4)

である。ガリレイ変換より式(1.1.1)を参考に
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(1.1.6)

となる。式(1.1.6)の両辺に
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を乗じて、
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(1.1.7)

これより式(1.1.4)を参考にすれば
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(1.1.8)

となる。よってガリレイ変換に関してニュートンの法則は不変であることが分かる。

　但し法則は不変であれど、現象自体は各座標で異なって見える。（つまり初期条件が異なって見える）

1.2　ローレンツ変換

　ガリレイ変換については上述の通りである。しかし実際のところガリレイ変換は速度
[image: image18.wmf]v

が光速
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に近いときは変更を受けるのである。ここでは表記を簡単にするために
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とすると、ガリレイ変換（式（1.1.2）参照）は以下のようになる。
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(1.2.1)

　このような変換をローレンツ変換と呼ぶ。

いわゆる古典力学の範囲では
[image: image22.wmf]c

v

≪1のとき、ローレンツ変換はガリレイ変換に良い精度で近似できる。

第２章　特殊相対性理論への入り口

2.1　特殊相対性原理及び光速不変の原理
「力学、電磁気学などの物理法則は全て慣性系に対して同じ形で表される（つまり座標変換に関して不変である）」

という原理を特殊相対性原理、

「真空中の光の速さは光源の運動状態に関係なく一定である」

という原理を光速不変の原理と呼ぶ。

2.2　時計の遅れ

　光速不変の原理を用いて運動する時計が遅れるということをざっと説明してみよう。

図1.4.1のように鏡を向かい合わせにし、その間を光（または光子）が往復する様子で時間を計る装置、つまり時計を想定しよう。この時計で光子が一方の鏡と他方の鏡を往復する時間を考えてみる。但しその際にこの時計は運動をしていない。そして一方で全く同じ時計を別に用意し、それを速度
[image: image23.wmf]v

で運動させてみると光は図1.4.2のような軌跡を描く。

ここで２つの時計の光が辿る軌跡に注目してみると明らかに運動している時計の方が、より長い軌跡を辿っていることがわかる。つまり運動していない時計に比べて、運動している時計の方が上述の「光が往復する時間」が長い。言い換えると運動していない時計の光が一往復した時には、運動している時計の光は一往復を終えていない。つまり「運動している時計は遅れている」のである。
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　別の例として、速さ
[image: image24.wmf]c
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で星Aから星Bに向かうロケットに乗っているRさんとそれをロケットの外で見守るAさんを考えてみよう。

　ロケットの位置関係は図2.2.3の通りである。Aさんから見ればAB間の距離は6光年である。
さて上述の時計とはちょっと違って、光が進んだ直線距離を測って時間を測る時計をロケットが装備していたとする。Rさんから見ると時計内の光はロケットの飛行経路に対して常に垂直な方向には進んでいる。しかしAさんから見ればこの光は飛行経路に対して垂直な方向には進んでいない。
　ロケットが星Bに到着した瞬間、Aさんから見た光が進んだ距離が10年である。これは
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(2.2.1)

から説明が出来る。

そうすると図2.2.3からBさんから見た光が進んだ距離は8光年であることが分かる。つまりロケットが星Bに到着するために必要な時間はAさんから見ると10年、Bさんから見ると８年となるのである。
　またAB間の距離に関していえばAさんから見て６光年であるのに対し、Bさんから見ると「速さ
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で8年の時間が掛かった」のだから、
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(2.2.2)

となる。
　Aさんがいる座標系に比べ、Rさんがいる座標系では時間と長さが収縮していることが分かる。
2.3　時空の座標～ミンコフスキーの世界～
　或る空間で物体が一次元の運動をしていて、その運動の様子は時間によって変化をしている。この運動の様子を距離と時間をそれぞれの軸に取って、グラフを描けばその運動の理解を手助けしてくれるものになるだろう。

　ところで光が空間を直線的に突き進んでいるという運動
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(2.3.1)

をグラフ化すると、
[image: image29.wmf]c
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≪1であるためにこのグラフはとっても分かりにくくなってしまう。そこでグラフを見やすくするために、式(2.3.1)を少し変形して
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[image: image527.jpg]


としてしまう。そして
[image: image31.wmf]x

を横軸、
[image: image32.wmf]ct

を縦軸にとれば図2.3.1のようなグラフになり、とても見やすい。

　このようなグラフ（座標空間）を時空（図）、またはミンコフスキーの世界（図）と呼ぶ。（注：この他にも色々と呼び名がある）
　例として節2.2でのロケットの話をこの時空図で表して表現してみよう。Aさんを基準にした時空図を図2.3.2に、Rさんを基準にした時空図を図2.3.3に示す。
　座標軸以外に矢印が描いてある直線はある事象の連続変化を表している。（例えば図2.3.2ではロケットの動きを斜めの線で表している）
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2.4　座標の間の関係
　上述の時空図の一方を他方の時空図に繰り込むとどのようになるか。実は以下の図2.4.1、2.4.2のようになる。
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　さて上述のような座標の取り方に依らず不変なものとはなんだろうか？
それは一般に2つのeventの座標
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但し
[image: image37.wmf]1

2

t

t

t

-

º

D

、
[image: image38.wmf]1

2

x

x

x

-

º

D




(2.4.1)

式(2.4.1)で表される量を世界距離の2乗と定義する。実際に上の時空図においては
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(2.4.2)

となり、確かに不変であることが分かる。

　特に2つのeventを光が通過する場合においては
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(2.4.3)
であり、世界距離は0となる。

　この世界距離の2乗
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2

2

x

t

c

D

-

D

はどのような慣性系における観測者にとっても同じ値である。この世界距離の2乗を少し変形してみることにしよう。
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(2.4.4)
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(2.4.5)

この2つの式は上述の式(2.4.1)を満たさなければならない。この式を満たす条件として
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(2.4.6)

がある。これを式(2.4.5)に代入すると
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(2.4.10)

となり、式(2.4.4)に等しくなることが分かる。

　さて
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(2.4.11)

であり
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となる。ここで
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(2.4.13)

を用いると、式（2.4.12）は以下のようになる。
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これから
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(2.4.15)
であるので、式(2.4.6)は
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(2.4.16)

と表記しなおすことが出来る。この式より
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(2.4.18)
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節2.2での「運動する時計の遅れ」の議論を式(2.4.18)を用いて数式化すると、時計の座標は座標系Sでは、
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であるから、
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(2.4.20)
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と表せる。座標系S′では時計の進み方が遅くなることがわかる。

　一方運動する物差しの収縮を考えてみる。物差しの長さを座標系Sは
[image: image62.wmf]0
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で測るものとする。座標系S′では静止している物差しの両端の座標は
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と表せる。運動する物差しは収縮して見える。
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2.5　世界距離の2乗の意味
　図2.5.1のように
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と表現する。これらの性質は同じ点をどの慣性系から見ても変わらない。

　この議論を
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この光円錐について
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2.6　速度の合成

　図2.6.1のように座標系Aに対して座標系Bは速さ
[image: image79.wmf]1

v

で動き、座標系Bに対して座標系Cは速さ
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　では座標系Aに対して座標系Cはどんな速さで動いているのであろうか？この疑問の答えとして次のように考える。

　式(2.4.6)より各座標系の変換は次のように表すことが出来る。
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これより
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となる。このとき問題の速さを
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とすれば、

　
[image: image88.wmf]2

1

2

1

2

1

tanh

tanh

1

tanh

tanh

)

tanh(

b

b

b

b

b

b

+

+

=

+









(2.6.7)

より
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となる。もし
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となる。ちなみに
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と表すことが出来る。
[image: image535.jpg]


2.7　よくありがちな特殊相対論の考え方のよくわかる例
　図2.7.1のように移動する列車の中央にBさん、そしてx軸に関してBさんと同じ位置にAさんがいる。このAさんとBさんの間に光源が置かれている。そしてAさん、Bさん、光源が同じ位置にいる瞬間に光源が光るとする。
さて光は列車の前方の壁と後方の壁、どちらに早く到着するであろう？

答えはAさんから見ると光は後ろの壁に早く到着し、Bさんから見ると光は前後の壁に同時に到着することになる。

この理由は以下の時空図を見ると、理解が早く済む。
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第３章　特殊相対論的力学

3.1　ニュートン力学から相対論的力学へのアプローチ
　ニュートン力学においては以下の等式が成り立つ。
　　
[image: image96.wmf]F

X

=

2

2

dt

d

m












(3.1.1)

　まず
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ここで
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とすれば
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となる。これは運動量保存を表す式である。

これを例にして、「相対論的力学においても運動量は保存する」と仮定してみる。但しこの場合運動量は次のように表される。
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式(3.1.5)では質量が速度の関数で表されることに注意しておく。但し質量に関しては
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という条件を付しておく。

　ではこの
[image: image105.wmf])

(

m

v

を求めるために、図3.1.1、図3.1.2のような衝突問題を考えてみる。

　「静止している物体Bに速さ
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の物体Aが衝突し、衝突後両者は一体になり物体　

Cとして速さ
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で運動し続けた。」
　二つの図では物体B、物体Cそれぞれが静止して見える座標系が描かれている。

　このとき運動量の保存則から衝突の前後について
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また質量保存則から衝突の前後について
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となり、これらから
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　ところで速度合成の式
　　
[image: image111.wmf]2

2

2

2

c

V

1

V

2

c

V

1

V

V

v

+

=

+

+

=







(3.1.10)

を
[image: image112.wmf]V

について解くと
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となるので、これを式(3.1.9)に代入すると質量については
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となる。またこれより運動量については
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となる。式(3.1.12)について
[image: image116.wmf]c

v

≪1の条件で近似すると

　
[image: image117.wmf]L

+

+

@

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

2

2

0

0

2

1

2

2

0

c

v

m

2

1

m

c

v

1

m

)

v

(

m








(3.1.14)

となる。右辺の第２項までを残し、そして
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となる。
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ところで式(3.1.15)よりニュートン力学における運動エネルギーは、相対論的エネルギーから静止エネルギーを差し引いたものに相当し、これは速度が小さい時の近似であることがわかる。

3.2　ローレンツ変換に対して不変な量
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(3.2.1)
はローレンツ変換に対して不変な量である。これから座標系S、S′について以下のような変換が行える。
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　例として系Sで静止しており、系S′では速さ
[image: image126.wmf]v

で運動している粒子に関して考える。（図3.2.1参照）
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まず系Sでは
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一方、系S′では
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である。
3.3　相対論的力学の一例

　電磁場内の荷電粒子を考える。まず自由粒子（力が働かない粒子）についてのラグランジュアンの形式は
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を相対論的に拡張してみる。まず
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そして
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とすれば、
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　ここで作用（action）を考えると
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(3.3.5)

となり、式(3.3.5)の右辺の平方根内部がローレンツ変換に対して不変であることから、作用もローレンツ変換に対して不変であることがわかる。
　さて次にEQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(オイラー),Euler)-EQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(ラグランジュ),Lagrange)方程式を考えてみる。
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式(3.3.3)をもとに考えると
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となる。

　次に荷電粒子（電荷
[image: image143.wmf]q

）のラグランジュアンを考える。
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但し
[image: image145.wmf]A

：ベクトルポテンシャル、
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：スカラーポテンシャル

　ここで以下の数式を考えてみる。
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　ここで式(3.3.10)の中辺がローレンツ変換に対して不変であることから
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　式(3.3.9)からEuler-Lagrange方程式について考えると
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なのだから
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であり、これを整理すると
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となり、電場
[image: image155.wmf]E

と磁場
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(3.3.19)
であるから、式(3.3.17)は以下のようにまとめられる。
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(3.3.21)

　これは見慣れた式である。

3.4　4次元時空での記述

　4次元の変数を以下のように表記することにする。
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(3.4.1)

　また以下のような行列を考える。
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(3.4.2)
　この
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x

と
[image: image165.wmf]mn

h

を利用すると、4次元空間における世界距離の2乗は次のように表すことが出来る。
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(3.4.3)

　相対性理論では添え字について0から3までの和をとることが多い。そこで今後は和の記号
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　同様の表記方法を用いると
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を用いて、　
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を用いて、
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(3.4.5)

などと表すことが出来る。

　ローレンツ変換を表す場合には上述の表記方法から
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(3.4.6)

一般的な４元ベクトル
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となる。ちなみに４元ベクトル
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(3.4.8)

と表すことにすれば、
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(3.4.9)

もローレンツ変換を表し、行列
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はこれを満たす。

〔簡単な例〕
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(3.4.10)
　さて以下のようなものを作ってみる。

　　
[image: image181.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

Ñ

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

º

¶

,

t

c

1

z

,

y

,

x

,

ct

x

m

m








(3.4.11)

　　
[image: image182.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

A

,

c

A

f

m
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(3.4.13)
　式(3.4.13)について数種の計算をしてみると、
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　　…etc.…

であり、
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(3.4.19)
ローレンツ変換のもとでは
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[image: image191.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

=

0

B

B

c

E

B

0

B

c

E

B

B

0

c

E

c

E

c

E

c

E

0

F

x

y

z

x

z

y

y

z

x

z

y

x

mn









(3.4.21)

である。

　さて次に
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(3.4.22)

について考えてみる。
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　　…etc.…

これらより電荷電流が無いときのEQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(マクスウェル),Maxwell)方程式は
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(3.4.25)
と表すことが出来る。

3.5　四元速度（ベクトル）

　四元速度（ベクトル）を次のように定義する。
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(3.5.1)

一粒子の場合
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(3.5.2)
となる。また次のような性質がある。
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(3.5.3)

　さて今度は
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(3.5.4)

について考えてみる。
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(3.5.5)
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(3.5.6)

　　…etc.…

であるので、
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を用いると

　　
[image: image207.wmf]i

i

2

2

F

qu

dt

dP

c

v

1

1

c

1

m

m

-

=

-



但し
[image: image208.wmf]3

,

2

,

1

i

=







(3.5.8)

となる。ここで
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(3.5.9)

とおけば、
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(3.5.10)

となる（
[image: image211.wmf]t

を固有時と呼ぶ）。さらに
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(3.5.11)

を用いて
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(3.5.12)

となる。これより改めて電磁場中での運動方程式を次のように表記する。
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(3.5.13)

さて
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(3.5.14)

としておく。すると
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(3.5.15)

であり、左辺に関して
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(3.5.16)

である。これより
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(3.5.17)

となる。式(3.5.17)は粒子が電場からもらう仕事率を表している。

　一般には式(3.5.13)の運動方程式は
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(3.5.18)
と表すことができ、
[image: image220.wmf]c

v

≪1のとき
　　
[image: image221.wmf]i

2

i

2

f

dt

x

d

m

=












(3.5.19)

ろなる。これはニュートン力学に一致するような形である。ところで
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(3.5.20)

を用いると式(3.5.18)は
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(3.5.21)

となる。ここで
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(3.5.24)

であるので、式(3.5.21)から
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(3.5.25)

が導ける。これより
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(3.5.26)
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(3.5.27)

となる。ところで式(3.5.25)は別の方法でも導ける。左辺に関して
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(3.5.28)

であるが、ここで
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(3.5.29)

　　
[image: image232.wmf]nm

nm

F

F

-

=












(3.5.30)
であることが分かるので
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(3.5.31)
であることがわかる。
第４章　一般相対論
1.1　特殊相対論から出発
　特殊相対論では時空座標の変換をもとに議論を進めた。では一般の座標変換からは何を議論できるかをここでは考えてみよう。上述の通り特殊相対論における不変量は世界距離の2乗である。
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(4.1.1)

　ここで
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としてみる。
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例えば平面上の極座標においては
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(4.1.4)

である。ところで
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(4.1.5)

であるから、
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だから
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(4.1.8)

や
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(4.1.10)
と表現できる。式(4.1.9)、(4.1.10)は
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(4.1.11)

と表すことが出来る。これは式(3.4.6)の形とよく似ている。

　さてスカラー関数
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について考えてみる。
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(4.1.14)

　式(4.1.14)については
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であるから
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と表すことが出来る。これに逆行列を左乗すると
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となる。

　さて
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と変換について考えてみる。例としては先程の平面上の極座標を挙げる。
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　式(4.1.11)、(4.1.19)から
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だから
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(4.1.24)
となる。これらの変換に見られるように
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という変換をする
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という変換をする
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は「２階の共変テンソル」である。
4.2　測地線

　図4.2.1のように点Aから点Bを結ぶ道程は
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と表される。ところで普通の空間の場合２点ABについて
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(4.2.2)

から導かれる方程式を考えてみる。
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より、Euler-Lagrange方程式
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について
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(4.2.6)
だから、これらを式(4.2.4)に代入して
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　両辺に
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ここで左辺第２項は
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であるから式(4.2.11)は
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(4.2.13)
となる。ここで
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であるので、
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ここで
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とおけば、式(4.2.15)は式(4.2.14)、(4.2.16)を利用して
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となる。（これを測地線の式と呼ぶ。）
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であるので
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となる。一方平面極座標においては
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である。これより
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　　その他
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となる。よって式(4.2.17)について
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で、
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となる。式(4.2.31)からは
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が導き出せる。一方、式(4.2.30)に式(4.2.33)を代入すると
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これを一回積分すると
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但し
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この両辺を
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(4.2.36)
ここで
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(4.2.37)

とおけば、式(4.2.36)は以下のようにまとめられる。
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(4.2.38)

この微分方程式を満たす解としては
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(4.2.39)
であるので、式(4.2.37)から
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(4.2.40)

が得られる。

　上で挙げた例は全て平面のものであった。では曲面のときはどうなるのであろう？
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(4.2.41)

としてみる。但し
[image: image330.wmf]F

は空間座標の関数である。これより
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となる。さて粒子速度は十分に小さいと仮定して（
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）運動方程式を考えると
　　
[image: image333.wmf]0

c

dt

x

d

2

i

00

2

i

2

=

G

+











(4.2.43)

　　
[image: image334.wmf](

)

i

2

2

i

00

i

0

i

0

0

i

0

i

00

x

c

1

c

2

1

x

2

1

g

g

g

2

1

¶

F

¶

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

F

+

¶

¶

=

¶

-

¶

+

¶

=

G







(4.2.44)

これより
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となるので
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(4.2.47)
式(4.2.47)の右辺は質量に比例し、保存力であるので「重力にあたるもの」を意味している。

　このように測地線の式は重力を含む運動方程式とみることができる。

4.3　球面

　一般の
[image: image338.wmf]mn
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の場合、時空は「曲がっている」。例として球面を考えると、座標変換によって球面上のすべての点で平らな座標を取る事は出来ない。（平面のデカルト座標から極座標への変換はこの議論に値していないことは周知である。）

　ここでは曲率というものを考えてみたい。

　まず測地線の式を参考にしてみる。
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(4.3.1)
　これを変形すると
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(4.3.2)

となる。ここで
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(4.3.3)

とすれば、式(4.3.2)は
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(4.3.4)

となる。加えて括弧内を
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(4.3.5)

と定義しなおしておく。

　さてこれらの具体例として平面の定ベクトル場
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(4.3.6)

を考える。

　極座標で考えると
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(4.3.7)
これより
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となり、
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である。さて
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(4.3.12)

であるから、これをもとに式(4.3.5)を考えると
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(4.3.16)

となる。さて式(4.3.5)を利用して以下の計算を行うと、
　　
[image: image356.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

r

r

sm

m

s

m

m

l

m

sl

m

s

m

s

m

m

m

s

m

m

s

A

A

X

A

X

X

A

X

A

X

A

X

G

-

¶

+

G

+

¶

=

Ñ

+

Ñ

=

¶




(4.3.17)


　　　
[image: image357.wmf](

)

(

)

m

s

m

m

m

s

A

X

A

X

¶

+

¶

=









(4.3.18)

となる。

4.4　EQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(リーマン),Riemann)（の曲率）テンソル

　つぎのようなものを考えてみる。
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　これを利用して
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(4.3.20)
という計算が考えられる。では今度は式(4.3.5)を利用して、
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(4.3.26)

という計算が考えられる。ここで式(4.3.26)の括弧内部を
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としておく。この
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　Riemannの曲率テンソルの例を半径
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(4.3.28)
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(4.3.29)

であるから
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　　その他の
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(4.3.32)

となることが分かり、これより
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(4.3.34)

　さらにここで
　　
[image: image383.wmf]2

2

2

2

a

1

sin

sin

a

1

R

g

R

g

R

g

R

=

=

+

=

=

q

q

q

jqj

jj

q

qqj

jq

q

aqj

ja

qj

qj


（
[image: image384.wmf]0

R

=

q

qqj

Q

）


(4.3.35)

となる。
　別例としてRiemannの曲率テンソルは平面極座標の場合ゼロになる。小生も実際に計算をして確かめたが、その計算過程はここでは紙面節約のため省略させて頂く。計算の流れとしては式(4.3.28)から式(4.3.35)までの計算と同様である。
　ちなみにRiemannテンソルのほかにも曲率テンソルはある。Riemannテンソルの
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(4.3.36)
をEQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(リッチ),Ricci)テンソル、そのRicciテンソルの残りの添え字に関してさらに縮約を取ったもの
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(4.3.37)
をRicciスカラー（またはスカラー曲率など）と呼ぶ。

4.4　重力場の方程式
　EQ \* jc2 \* "Font:Century" \* hps10 \o\ad(\s\up 9(アインシュタイン),Einstein)方程式（重力場の方程式）は以下のように書ける。
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(4.4.1)

　
[image: image389.wmf]G

はニュートンの重力定数、
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はエネルギー・運動量テンソルである。エネルギー・運動量テンソルの例を示す。
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(4.4.2)

　さて
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(4.4.3)

から
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(4.4.5)
式(4.4.5)は第2項以降を微小であるとして無視すると、第1項のみが残り
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(4.4.6)

となる。さて式(4.4.1)に
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(4.4.7)

ここで
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(4.4.9)

より式(4.4.7)は
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(4.4.11)

となる。これを元の式(4.4.1)に代入すると
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(4.4.12)

となる。ここで

　　
[image: image404.wmf]2

4

00

4

2

4

00

00

c

c

G

8

T

c

G

8

c

c

G

8

g

2

1

R

r

p

p

r

p

=

=

-








(4.4.13)
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(4.4.14)

となる。式(4.4.6)と式(4.4.14)を比較すれば

　　
[image: image407.wmf]r

p

2

2

2

c

G

4

c

1

=

F

Ñ











(4.4.15)

　　
[image: image408.wmf]r

p

G

4

2

=

F

Ñ











(4.4.16)

となる。重力ポテンシャルが弱い時、つまり
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(4.4.18)

となり、ニュートン的な式が出てくる。

　さて真空におけるEinstein方程式を議論しよう。

真空であるので式(4.4.1)の右辺のエネルギー運動量テンソルを0とみなして変形すると
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(4.4.19)

　式(4.4.7)のように変形を施すと、
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(4.4.20)

　式(4.3.37)、(4.4.8)から
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(4.4.21)
　これを式(4.4.19)に代入すると、
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が得られる。ここで微小世界距離の２乗は球対称で静的である場合には

　　
[image: image416.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

2

2

d

sin

d

r

dr

dt

e

ds

j

q

q

d

+

+

D

+

D

-

=

-



但し
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(4.4.23)
この式の第3項の括弧内を
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(4.4.24)

とおいてみる。式(4.4.23)よりラグランジュアンは
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(4.4.25)

であるので、Euler-Lagrange方程式より
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(4.4.26)
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(4.4.28)

となるので、
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(4.4.31)

となる。但し
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となる。ここで
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を考える。
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より、
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となる。ここで式(4.4.41)と(4.4.42)について
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　式(4.4.22)を参考に以下の計算を考える。
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　よって
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　さて
[image: image452.wmf]0

R

tt

=

及び
[image: image453.wmf]0

=

¢

d

を用いると

　　
[image: image454.wmf]0

r

2

2

1

2

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

D

¢

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

D

¢

+

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

D

¢










(4.4.51)

から
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が得られ、
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となる。これより、
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　これより式(4.4.23)は
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但し
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となる。さて
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　とすると式(4.4.56)は
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　ところで式(4.4.3)の
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と式(4.4.18)の
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(4.4.60)

を比較すると式(4.4.58)は
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4.5　惑星運動
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よって
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　ただし運動が許される条件は
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である。
4.6　宇宙の膨張について

　曲率の正負によって、世界距離の２乗は形を変える。
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　正曲率
(4.6.1)
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(4.6.2)
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　負曲率　
(4.6.3)

　ここで宇宙の大きさを表すスケールファクターとして
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としてみる。Einstein方程式
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から
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　但し　　
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　ところで
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を考えると、
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　例として
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(4.6.10)

となる。以下にそれぞれのグラフを示す。
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　ところで実際の宇宙膨張は加速している（図4.6.7参照）。
これを説明するためにEinstein方程式に宇宙項
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　これをもとに考えると、
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　これを多少整理してみると
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　ここで
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とおくと
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　ここでまた
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とおけば、
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　ここで積分を行うと
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　ここでまた
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(4.6.21)
とおけば
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(4.6.22)

となる。

　これをグラフ化すると図4.6.8のようになり、観測結果にほぼ沿っていることがわかっている。
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